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Première partie I

Un petit peu de géométrie



Cercle circonscrit



Cercle circonscrit

médiatrice =
{points équidistants}
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Cercle circonscrit

intersection =
point équidistant
aux 3 sommets
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Deuxième partie II

Triangulation de Delaunay



Définitions

Dans le plan

Ensemble de points
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Enveloppe convexe
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Définitions

Dans le plan

dual : diagramme de Voronoï



Points



Triangulation de Delaunay : disques vides



Triangulation de Delaunay



dual = Diagramme de Voronoï



Diagramme de Voronoï : sommets = centres des disques vides



Diagramme de Voronoï



Diagramme de Voronoï : cellules convexes



Troisième partie III

Dans la nature



photo Chris Wu
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Modèle de croissance



Modèle de croissance
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Modèle de croissance



Modèle de croissance



Quatrième partie IV

Algorithmes



Qu’est-ce que c’est ?

Algorithme =
suite finie d’opérations
permettant de construire la réponse à un problème
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Algorithme =
suite finie d’opérations
permettant de construire la réponse à un problème

nom latinisé de
Al-Khawarizmi, mathématicien Perse, 8ème siècle



Qu’est-ce que c’est ?

Algorithme =
suite finie d’opérations
permettant de construire la réponse à un problème

Exemple : recette de cuisine
mettre 200 g de farine dans un bol
ajouter 150 g de sucre
mélanger avec 2 œufs
ajouter 3 verres de lait
. . .



Qu’est-ce que c’est ?

Algorithme =
suite finie d’opérations
permettant de construire la réponse à un problème

Algorithme incrémentiel
les données sont insérées une par une



Calcul de la triangulation de Delaunay

On commence :
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Calcul de la triangulation de Delaunay

Et on continue :

Algorithme :

Pour chaque point p

trouver les triangles en conflit avec p
étoiler la région autour de p
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Calcul de la triangulation de Delaunay

Et avec des dizaines

centaines milliers ! millions ! !

de points ?

. . . on écrit un programme

l’ordinateur calcule !
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Calcul de la triangulation de Delaunay

Et avec des

dizaines centaines milliers !

millions ! ! de points ?

. . . on écrit un programme

l’ordinateur calcule !







Cinquième partie V

Complexité



Qu’est-ce que c’est ?

Nombre d’opérations élémentaires
effectuées par l’algorithme

−→ pour évaluer le temps de calcul



Exemple

5 points



Exemple

4 triangles



Exemple



Exemple

1

2

3

4

5

on insère les points dans un premier ordre



Exemple

1

2

3

3 points→ 1 triangle construit



Exemple

4

4 points→ 1 nouveau triangle construit



Exemple

5

5 points→ 2 nouveaux triangles construits



Exemple

5 points→ 1+1+2 = 4 triangles construits



Exemple

1

2

34

5

on insère les points dans un autre ordre



Exemple

1

2

3

3 points→ 1 triangle construit



Exemple

4

4 points→ 1 triangle détruit



Exemple

4

4 points→ 2 triangles construits



Exemple

5

5 points→ 2 triangle détruits



Exemple

5

5 points→ 4 triangles construits



Exemple

5 points→ 1+2+4 = 7 triangles construits



Exemple

opération = construction d’un triangle

5 points
4 ≤ nombre d’opérations ≤ 7

n points

environ n ≤ nombre d’opérations ≤ environ n2

Programmes efficaces

↓

besoin : Algorithmes ayant une bonne complexité
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opération = construction d’un triangle
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4 ≤ nombre d’opérations ≤ 7
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environ n ≤ nombre d’opérations ≤ environ n2

Programmes efficaces

↓

besoin : Algorithmes ayant une bonne complexité



Sixième partie VI

Calculs



Un point est-il dans un triangle ?

a

b

c

d ?

(yp − yq)× xr + (xq − xp)× yr + (xq × yp − xp × yq) > 0 ?

quelques soustractions et multiplications, facile !
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L’ordinateur ne calcule pas juste !

Arrondi à 15 chiffres décimaux

100/3 = 33.33333333333333333333 . . . suite infinie
' 33.3333333333333



L’ordinateur ne calcule pas juste !

modèle à 2 chiffres décimaux

35 + 3.7 = 38.7

(35 + 3.3) + 0.4 ' 38
35 + (3.3 + 0.4) ' 39

Avec 15 chiffres décimaux, la précision augmente
mais les résultats sont tout de même faux !
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donc d à gauche de
−−→
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calculs arrondis −→ l’ordinateur trouve le contraire
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L’ordinateur ne calcule pas juste !

a

b

c

d

c à gauche de
−−→
(ab)

d à gauche de
−−→
(bc)

donc d à gauche de
−−→
(ab)

calculs arrondis −→ l’ordinateur trouve le contraire

échec !



L’ordinateur ne calcule pas juste !

a

b

c

d

c à gauche de
−−→
(ab)

d à gauche de
−−→
(bc)

donc d à gauche de
−−→
(ab)

calculs arrondis −→ l’ordinateur trouve le contraire

solution : contrôler les erreurs d’arrondi



Septième partie VII

Dans l’espace



Dans l’espace

Tétraédrisation de
Delaunay

triangles
−→ tétraèdres

disques vides
−→ boules vides

Même algorithme que dans le plan
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Dans l’espace

Tétraédrisation de
Delaunay

triangles
−→ tétraèdres

disques vides
−→ boules vides

trouver les tétraèdres en conflit



Dans l’espace

Tétraédrisation de
Delaunay

triangles
−→ tétraèdres

disques vides
−→ boules vides

étoiler la région autour du point



Dans l’espace



Huitième partie VIII

Applications



Visualiser

Transmettre

Modéliser

. . .

des formes



Mesurer



Reconstruire

Ensemble de points

7→

“Triangulation”



Reconstruire

Ensemble de points

7→

“Triangulation”



Motivations
CAO (conception assistée par ordinateur)

Capteurs
laser
mécanique
. . .

Ingénierie inverse
Prototypage
Contrôle qualité



Motivations
Médical

Capteurs
scanner
échographie
. . .

Diagnostic
Simulation d’endoscopie
Planification de chirurgie

photo EPI Asclepios, INRIA



Motivations
Géographie, géologie

Capteurs
Carotage
Images sismiques
. . .

Cartographie
Modélisation radio
Modèle du sous-sol







données Maarten Moesen





Neuvième partie IX

Qu’est-ce qu’un chercheur ?



C’est quelqu’un qui. . .

cherche des financements
fait de l’administration
. . .



C’est quelqu’un qui. . . cherche. . .



C’est quelqu’un qui. . . cherche. . .



C’est quelqu’un qui. . . cherche. . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
xi xj xk xl xm
yi yj yk yl ym
zi zj zk zl zm

ti+εn−i tj+εn−j tk +εn−k tl+εn−l tm+εn−m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

D(si , sj , sk , sl , sm)

+ O(pi ,pj ,pk ,pl)ε
n−m −O(pi ,pj ,pk ,pm)ε

n−l

+ O(pi ,pj ,pl ,pm)ε
n−k −O(pi ,pk ,pl ,pm)ε

n−j

+ O(pj ,pk ,pl ,pm)ε
n−i



C’est quelqu’un qui. . . cherche. . .

η(n) =
n∑

i=1

ν(i)

= O

(
n∑

i=1

id
d
2 e−1

)
= O

(
nd

d
2 e
)



C’est quelqu’un qui. . . progresse

Triangulation de Delaunay

1992 plan : 15000 points en 30 secondes
(avec échecs potentiels)

2010 plan : 10 millions de points en 12 secondes
espace : 1 million de points en 10 secondes
(avec un résultat garanti)

(les ordinateurs ont évolué aussi)



C’est quelqu’un qui. . . publie



C’est quelqu’un qui. . . publie



C’est quelqu’un qui. . . programme

template < class Gt, class Tds >
typename Delaunay_triangulation_3<Gt,Tds>::Vertex_handle
Delaunay_triangulation_3<Gt,Tds>::
insert(const Point & p, Locate_type lt, Cell_handle c,

int li, int lj)
{

switch (dimension()) {
case 3:

{
Conflict_tester_3 tester(p, this);
Vertex_handle v =

insert_in_conflict(p, lt, c, li, lj,
tester, hidden_point_visitor);

return v;
}// dim 3

}
...
}



C’est quelqu’un dont. . . le travail est utilisé

The persistent cosmic web and its filamentary structure

T. Sousbie,
Department of Physics, The University of Tokyo
Institut d’astrophysique de Paris
“we use the periodic exact 3D periodic boundary
conditions Delaunay tessellation (Caroli &
Teillaud 2010)”
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Code de calcul de triangulations de Delaunay intégré à
MATLAB,
outil de calcul scientifique largement utilisé.
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