
Outils Informatiques— Mias1 — TP 6

RésolutiondeproblèmessousMuPAD

Cedernièreséancedetravauxpratiquesporteentièrementsurle logicielMuPAD. Elleestcomposée
(commelesséancesprécédentes)dedeuxpartiesportantrespectivementsurl’étudedespolynômeset
la résolutiondesystèmeslinéairesd’unepart,et la résolutiondesystèmesd’équationsdifférentielles
d’autrepart.

Premièrepartie : polynômeset systèmeslinéaires

Cettepremièrepartiecommencedoncparquelquesmanipulationssurlespolynômes,etsetermine
parun exercicesurla résolutiondesystèmeslinéaires.

Exercice1-1 : manipulation despolynômes

1. Dansunnouveaucarnetdenotes,aprèsquelqueslignesdetexte indiquantàquoi il correspond,
définissezlespolynomes

���
et
���

correspondantrespectivementà � ��� � � �
	 et ����
 	 .
2. Faitesmanuellementla division de

� �
par

� �
. Vérifiez votre résultaten utilisant la com-

mandedivide(P1, P2); sousMuPAD. Utilisez ensuiteles commandesdivide(P1,
P2, Quo); et divide(P1, P2, Rem); pouraffecterà deuxvariablesQet R respecti-
vementle quotientet le restedecettedivision.

3. Pourobtenirunaffichagepluslisible, tapezparexemplelacommandeprint("Quotient :
", Q , "; Reste : ", R); .

4. Vérifiez l’exactitudedesrésultatsobtenus,en recalculantla sommeentre le produit P2 *
Q et R. Utilisez pour cela la commandeexpand(P2 * Q + R); , la fonction expand
effectuantle développementdel’expressionpasséeenparamètre.

5. Factorisezles deuxpolynômes
���

et
���

à l’aide de la commandefactor . Quel estle plus
granddiviseurcommun(PGCD) decesdeuxpolynômes?

6. Vérifiez votre réponse,avec la commandegcd . Chercheraussile PPCM en utilisant la com-
mandelcm . Afficherlesrésultatsobtenusdefaçonlisible !

Exercice1-2 : caractérisationd’un polynôme

Un polynômepeutêtrecaractérisél’ensembledesescoefficients.Onpeutaussivouloir connaître
sondegré, le nombrede sestermes,sontermeconstant,etc. Cesinformationssontobtenuessous
MuPADenutilisantrespectivementlescommandescoeff , degree , nterms etground . Essayez
cescommandesavecle polynôme

����� � ����� ��� � � .

On peutaussichercher, pourunpolynôme,le termedeplusgrandepuissance,soncoefficient ou
bien le monômeassocié.Avec MuPAD, il suffit pour celad’utiliser respectivementles commandes
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lterm , lcoeff et lmonomial . Pourobtenircesinformationspourn’importequelmonômed’un
polynôme,il suffit d’utiliser lescommandesnthterm , nthcoeff et nthmonomial , enpassant
commeparamètreaprèsle polynômele numérod’ordre (suivant les puissancesdécroissantes)du
termeenquestion.Ainsi, la commandenthterm(P, 3); donne,pourle polynôme

�
précédem-

mentdéfini, le termenuméro3 (c’est-à-dire� ). Enfin, la commandetcoeff donnele coefficient
dela pluspetitepuissance,et la commandecoeff(P, X, 3); donnele coefficientdu terme� � .
Essayertoutescescommandessurle polynôme

�
précédemmentdéfini.

Exercice1-3 : division suivant lespuissancescroissantes

Soientlesdeuxpolynômes
� � ��� � ����� ��� ��� � � et

� � ��� ����
 � � . Onva toutd’abordles
normaliserenlesdivisantparleurmonômedeplusfaiblepuissance,etappeler � et  � lesquotients
respectifsdecesdivisions.

La positiondu monômede plus faible puissanceestdonnéepar le nombrede termesdu poly-
nôme.Ainsi, pour P1,utilisez la commanden1 :=nterms(P1): . Ensuite,on divise

���
par m1

où m1:= nthmonomial(P1, n1): . Le quotient  � estalorsobtenupar la commandeQ1:=
divide(P1, m1, Quo); . Calculezdela mêmefaçon  � et affichezproprementlesdeuxquo-
tientstrouvés.

La division selonles puissancescroissantesde la variablede  � par  � permetd’obtenir le
développementlimité auvoisinagede0 dela fractionrationnelle �"!  � . Écrivezle petitprogramme
suivant,entapantsimultanémentShift etEntrée pourchangerdeligne:

DP := 0:
for k from 1 to 3 do

n1 := nterms(Q1): m := nthmonomial(Q1 , n1):
DP := DP + m: Q1 := expand(Q1 - m * Q2):
print("k = ", k, ", DP = ", DP, ", Q1 = ", Q1);

end_for;

Le développementlimité de
� � !#� �

estalorsobtenupar la commandeDP:= expand(DP *
m1 / m2); . Vérifiez le résultatfourni avecla commandeseries(P1 / P2, X); .

Exercice1-4 : recherchedesracinesd’un polynôme

On veut factoriserle polynôme
�$�%� � � 
 � � ��� �&	'	 � � � 
 � � � � �

. Pourcela,on peut
utiliser la commandefactor de la librairie standard,déjàvue au niveaudu premierexercice,et
la commandesqrfree dela bibliothèquepolylib , dont l’appel s’écrit polylib::sqrfr ee .
Essayezcesdeuxcommandesetexpliquezla différencequi existeentrelesdeuxrésultatsobtenus.

Onveutmaintenantchercherd’uneautrefaçonlesracinesdecepolynôme.Pourcela,onvatester
quelquescommandesdéfiniesdanslesbibliothèquespolylib etnumeric .

Danslabibliothèquepolylib , lacommanderealroots permetdelocalisertouteslesracines
réelles,enlessituantsurdesintervallesdontla largeurestfixéeparl’utilisateur. Parexemple,la com-
mandepolylib::realr oots( P, 0.1); situe,dansdesintervallesdelargeur0,1maximum,
lesracinesréellesde

�
. Testezcettecommande.Pouravoir le résultatenvirguleflottante,utilisezla

commandefloat(%); .

Dansla bibliothèquenumeric existentaussiplusieurscommandespermettantde localiserles
racinesdu polynôme

�
. La commandenumeric::realr oots (P , X = 0..8, 0.1); a le
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mêmeeffet quela commandeprécédente(on remarqueraqu’on doit préciserl’intervalle globalsur
lequellesracinesserontrecherchées).La commandepolyroots calculetouteslesracines(réelles
ou complexes)du polynômeenquestion.Essayezcesdeuxcommandes.

On peutaussiutiliser le solveur de la librairie standardou celui de la bibliothèquenumeric .
Testezcesdeuxsolveursenutilisantrespectivementlescommandessolve(P, X) etnumeric::
solve(P) , puis refaitescemêmeexercicepour le polynômeexpand((X - sqrt(2))ˆ3 *
(X - 1.414) * (X - 1.415)) . Queconstatez-vous?

Exercice1-5 : résolution de systèmeslinéaires

Soit le systèmelinéaireàdeuxéquationsetdeuxinconnuessuivant:( 	*),+ �.-0/ �21
= 1/ �21
= 2

Ce systèmepeutêtrerésolupar la commandelinsolve de la bibliothèquenumeric , si on lui
donnecommeparamètrela liste deséquationset celle desinconnues(les inconnuesdoivent donc
êtreécritessousla forme [x, y] ). Pouravoir unesolutionexacte,il suffit d’ajouterle paramètre
Symbolic .

On s’intéressemaintenantaux systèmesmatriciels,c’est-à-direles systèmespouvant s’écrire
sousla forme 34� �65

, � et
5

étantdeuxvecteursdetaille 7 et 3 unematrice798:7 . Nousallons
considérerunexemplepour 7 ��� , où 3 et

5
valentrespectivement:

3 �<;===> 10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10

?"@@@A�B 5C�D;===> 32
23
33
31

?"@@@A
La commandematlinsolve de la bibliothèquelinalg , avec pour paramètresla matrice 3 du
systèmeetle vecteurrésultat

5
, permetla résolutiondecessystèmesmatricielslinéaires.Onrappelle

qu’unematricesedéfinitgraceauconstructeurmatrix , aveccommeparamètrela listedeseslignes,
ceslignesétantelle-mêmedeslistes.

Résolvezle systèmedéfiniplushaut,puisessayezdemodifierlégèrementle vecteurrésultat(pre-
nezparexemplele vecteurEGF �,HI	 B �'�,HKJ B F'F HI	 B F )LHKJNM ) etcomparezlessolutions.Pourmieuxcomprendre
cephénomène,définissezle vecteur

5
sousla forme EGF �O�QP B � FR
 P B F'F �SP B F 	 
 PTM , et cherchezla

solutiondu systèmeassocié.

Résolvezlesystèmecorrespondantàlamatrice3 etauvecteurrésultatEGF )U�V	W� !'� B �X)U�ZY0[]\ E 	^M B F )U�_ B F )`�ba �cM . Utilisezla commandefloat(%); pourobtenirla formedécimaledesvecteursrésultat
et solution.Quelleest la solutionlorsquele vecteurrésultatvaut EGF �,HI	 � F B �'�,H � 	 � B FNF Hd	 � � B F 	XH � 	 � M ?
Qu’enpensez-vous?

Secondepartie : équationsdiffér entielles

Exercice2-1 : miseen évidenced’une équation raide

Danscetexercice,on seproposederésoudrel’équationdifférentielle
1,e E PfM � �#1 E PTM 
 �'! F'g + �ih ,

aveccommeconditioninitiale
1 E )UM � 	 ! F .
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Commençonspar retrouver la solution exactede cetteéquation,à l’aide descommandessui-
vantes:

EqDiff := y’(t) = 5 * y(t) - 7/3 * exp(-2 * t):
CInit := y(0) = 1/3:
PbDiff := ode({EqDiff, CInit}, y(t)):
sol := solve(PbDiff);

On peut aussirécupérercettemêmesolution sousforme d’une fonction, en tapantla commande
fsol := fp::unapply(op( so l)) ; .

La résolutiondecetteéquationavecdesméthodesnumériquesmèneàdessolutionsapprochées,
dontonvamontrerdansnotrecasela dégradationprogressive,mêmelorsqu’onutilisedetrèsbonnes
méthodesnumériques.Pourcela,commencerpardéfinir l’équationdifférentiellesousla formed’une
procédure: eqDiff := proc(t, Y) begin [5 * Y[1] - 7 / 3 * exp(-2 * t)]
end_proc .

Pour résoudreau mieux notreproblème,nousallonsutiliser de quatremanièresdifférentesla
fonctionodesolve du modulenumeric , qui permetderésoudredeséquationsdifférentiellesor-
dinaires,et définir de cettefaçonquatrefonctions.Tout d’abord,utilisez la à l’ordre 4 et avec un
pasfixe de 0.01 (sol4 := t ->numeric::odeso lv e( 0. .t, eqDiff, [1/3], RK4,
Stepsize = 0.01) ). Ensuite,ajustezautomatiquementle pasavecla commandesol4b := t
->numeric::odes olv e( 0. .t , eqDiff, [1/3], RK4) . On peutaussiutiliser l’ordre 8
(ordrepardéfautavecle pasfixe)etunpasde0.01(sol8 := t ->numeric::odeso lv e( 0. .
t, eqDiff, [1/3], Stepsize = 0.01) ). Enfin, utilisez cettecommandeà l’ordre 8 et
avecunpasajustéautomatiquement(sol8b := t ->numeric::odes olv e( 0. .t , eqDiff,
[1/3]) .

Onvamaintenantcalculerlesvaleursdecesdifférentesfonctionspour
P

valant1, 2, 3, 4 et5. On
calculeraensuitel’erreur pourchacunedecesvaleurs.Si on tapev := 1: , la solutionexacteence
point estobtenuepar la commandes := fsol(v); , les valeursdesquatresolutionsapprochées
sontdonnéesparsol4(v); sol4b(v); sol8(v); sol8b(v); , et l’erreurpourcesvaleurs
sont:

er4 := 100 * (1 - sol4(v)[1] / s):
er4b := 100 * (1 - sol4b(v)[1] / s):
er8 := 100 * (1 - sol8(v)[1] / s):
er8b := 100 * (1 - sol8b(v)[1] / s):

Pour afficher proprementces résultats,utilisez la commandeprint(Unquoted, "Erreurs
relatives en %", float(er4), float(er4b), float(er8), float(er8b)); .
Refairecemêmetravail pourt valant2, 3, 4 et5 (vouspouvezutiliserunebouclefor ).

Pourcomprendrecettedégradationde la qualitédessolutions,recherchezla solutionexactede
notremêmeéquationdifférentielle,maisavec la conditioninitiale CInitap := y(0)= 1/3 +
eps . On obtient1/3 e

+ �ih
+ eps e j h , le termeeps e j h s’ajoutantà chaquefois à la solution

approchée.Regardersonévolution pour eps valant
	*),+ �.-

, en tapantfloat(eps * exp(5 *
k)) $ k = 1..5; .

Exercice2-2 : étuded’un accéléromètre

Soit l’accéléromètreprésentépar la figure 1, où k est le frottementvisqueuxde l’amortisseur,l estla raideurdu ressort( l � 	
kg/s

�
), m estla massede l’objet centrésur n ( m � 	

kg),
/

est
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la positionde cet objet.Cet objet subit uneaccélérationhorizontaleo ( o � 	
m/s

�
). On note p la

constantek ! E � m M .PSfragreplacements

ml k n/
FIG. 1 – Schémad’un accéleromètre.

L’équationdu mouvementm / e e E PfM � oqmr
 l / E PTM 
9k / e E PTM s’écrit doncsousla formesimplifiée/ e e E PTM � 	 
 / E PTM 
 � p / e E PTM . Donnerla solutionexactedecetteéquationpourlesconditionsinitiales/ E )UM � ) B / e E )UM � ) . Cettesolutionestelledéfiniepour p � 	 ?
On va résoudrecetteéquationpour trois valeursde p , valant respectivement1, 0.15 et 0.05.

Calculezla solutiondel’équationpourchacunedecesvaleurs,et rangezla dansun vecteursol à 3
éléments,enutilisantunebouclefor .

Affichezensuitelescourbesdestroissolutionssurunmêmegraphique.Pourcela,définisseztrois
variablescorrespondantà l’appel de la commandeplot::Function 2d pour cesfonctions,sur
l’intervalle s ) B � )#t , ettapezlacommandeplot(Title = "Accéléromètre", Courbes[k]
$ k = 1..3); . Changezlescouleursdescourbesobtenues.

Pourobteniraussile diagrammedephasedecesfonctions,ondoit définir la dérivéedesfonctions
(g[i] := diff(sol[i]) , pour i = 1..3 ) et la courbedont les coordonnéessont données
par la valeurde la solutionet la valeurde sadérivée (G[i] := plot::Curve2d([ so l[ i] ,
g[i]], t = 0..40, Grid = [200]) ). La visualisationdescourbesestenfinobtenuepar:

plot(Title ="Accéléromètre - Diagramme de Phase",
Scaling = Constrained, G[k] \$ k = 1..3);
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