Outils Informatiques— Mias1— TP 6

Résolutionde problemessousMuPAD

K'

Cederniéreséanceletravauxpratiquegorteentieremensurle logiciel MuPADElIlle estcomposée
(commelesséanceprécédentegjedeuxpartiesportantrespectiementsurl’étudedespolynémeset
la résolutionde systemedinéairesd’unepart,etla résolutionde systemesl’équationdifférentielles

d’autrepart.
Premiere partie : polyndmeset systemesdineaires

Cettepremiérepartiecommenceloncparquelquesnanipulationsurlespolynémesetsetermine
parun exercicesurla résolutionde systemedinéaires.

Exercicel-1: manipulation despolyndmes

1. Dansunnouweaucarnetdenotes apresquelquedignesdetexte indiquantaquoiil correspond,
définissedespolynomesP; et P, correspondaniespectiementa X4 + X2 + 1 et X3 — 1.

2. Faitesmanuellementa division de P, par P,. Vérifiez votre résultaten utilisant la com-
mandedivide(P1, P2); sousMuPAD Utilisez ensuiteles commandedglivide(P1,
P2, Quo); etdivide(P1, P2, Rem); pouraffecteradeuxvariablesQ et R respecti-
vementle quotientetle restede cettedivision.

3. Pourabtenirunaffichagepluslisible, tapezparexemplelacommanderint("Quotient
" Q, " Reste: " R).

4. Vérifiez 'exactitudedesrésultatsobtenus,en recalculania sommeentrele produit P2 *
Q et R. Utilisez pour celala commandeexpand(P2 * Q + R); , la fonction expand
effectuantle déweloppementel'expressiorpasséenparametre.

5. FactoriseZdes deuxpolyndbmesP; et P, al'aide dela commanddactor . Quel estle plus
granddiviseurcommun(pPGcD) de cesdeuxpolynbme®

6. Vérifiez votre réponseavecla commandegcd . Chercheraussile PPcM en utilisantla com-
mandelcm . Afficherlesrésultatoobtenusdefaconlisible!

Exercicel-2: caractérisationd’'un polynéme

Un polyndmepeutétrecaractéris€ensembledesescoeficients.On peutaussivouloir connaitre
sondegré, le nombrede sestermes,sontermeconstantetc. Cesinformationssontobtenuesous
MuPADenutilisantrespecttementiescommandesoeff ,degree ,nterms etground .Essayez
cescommandesvecle polyndmeP = 7X* + 5X3 + X.

On peutaussichercherpourun polyndme e termede plusgrandepuissancesoncoeficientou
bien le mondmeassocié Avec MuPAD il sufiit pour celad'utiliser respectiementles commandes



lterm ,Icoeff etlmonomial .Pourobtenircesinformationspourn’importequelmonémed’un
polynémei,il sufit d’utiliser lescommandesthterm , nthcoeff etnthmonomial ,enpassant
commeparamétreaprésle polyndmele numérod’ordre (suivant les puissanceslécroissantesju
termeenquestion Ainsi, la commandenthterm(P, 3); donnepourle polynébmeP précédem-
mentdéfini, le termenuméro3 (c'est-a-direX). Enfin, la commanddcoeff  donnele coeficient
dela pluspetitepuissanceetla commandeoeff(P, X, 3); donnele coeficientdutermeX?.
Essayetoutescescommandesurle polyndmeP précédemmerdéfini.

Exercice1-3: division suivant les puissancesroissantes

SoientlesdeuxpolynémesP; = 8X* +6X3 +2X? et P, = 4X3 — 2X. Onvatoutd'abordles
normaliseenlesdivisantparleurmonémedeplusfaiblepuissancegtappeler; et@s lesquotients
respectifale cesdivisions.

La positiondu monémede plus faible puissanceestdonnéepar le nombrede termesdu poly-

néme.Ainsi, pour P1, utilisez la commandenl :=nterms(P1): . Ensuite,on divise P; parml
ouml:= nthmonomial(P1, nl): .Le quotient®; estalorsobtenuparla commandeQl:=
divide(P1, m1, Quo); . Calculezdela mémefacon@)- etaffichezproprementesdeuxquo-
tientstrouvés.

La division selonles puissancesroissantegle la variablede (), par Q2 permetd’obtenir le
déweloppemenltimité auvoisinagede 0 dela fractionrationnelleQ; /Q-. Ecrivezle petitprogramme
suivant,entapantsimultanémenghift etEntrée pourchangerdeligne:

DP = O:

for k from 1 to 3 do
nl := nterms(Q1): m := nthmonomial(Ql , nl):
DP := DP + m: Ql = expand(Ql - m* Q2):
print("k =" k ", DP=" DP, ", Ql=" Q1)

end_for;

Le déwloppementimité de P, /P, estalorsobtenuparla commandeDP:= expand(DP *
ml / mz2); . Vérifiezle résultatfourni aveclacommandeseries(P1  / P2, X); .

Exercicel-4: recherchedesracinesd’'un polynébme

On veut factoriserle polynémeP = 7X* — 64X3 4+ 114X? — 64X + 7. Pourcela,on peut
utiliser la commanddactor  dela librairie standarddéjavue au niveaudu premierexercice,et
la commandesqrfree  dela bibliothéquepolylib , dontl'appel s’écrit polylib::sqrfr ee.
Essayezesdeuxcommandest expliquezla différencequi existe entreles deuxrésultatsobtenus.

Onveutmaintenantherched’uneautrefagonlesracinesdecepolyndéme Pourcela,onvatester
guelguessommandesiéfiniesdanslesbibliothequegolylib  etnumeric .

Danslabibliothéquepolylib  ,lacommandeealroots  permetdelocalisertoutedesracines
réelles enlessituantsurdesintenallesdontla largeurestfixéeparl'utilisateur. Parexemple la com-
mandepolylib::realr oots( P, 0.1); situe,dansdesintenallesdelargeur0,1 maximum,
lesracinesréellesde P. TestezcettecommandePouravoir le résultatenvirguleflottante,utilisezla
commanddloat(%);

Dansla bibliothéquenumeric existentaussiplusieurscommandepermettante localiserles
racinesdu polynémeP. La commandenumeric::realr oots (P, X = 0.8, 0.1); ale
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mémeeffet quela commandegrécédentéon remarquerayu’on doit préciser’intervalle global sur
lequellesracinesserontrecherchées).a commandeoolyroots  calculetouteslesracinegréelles
ou complees)du polynémeenquestion Essayexzesdeuxcommandes.

On peutaussiutiliser le solveur de la librairie standardou celui de la bibliothequenumeric .
Testezxesdeuxsolveursenutilisantrespectiementescommandesolve(P, X) etnumeric::
solve(P) , puisrefaitesce mémeexercicepourle polyndmeexpand((X - sqrt(2))"3 *
(X - 1414) * (X - 1.415)) .Queconstatez-ous?

Exercice1-5: résolution de systemesinéaires

Soitle systémdinéairea deuxéquationet deuxinconnuesuiant:

100z 4y
r+y

1
2

Ce systemepeutétre résolupar la commanddinsolve de la bibliothéquenumeric , si on lui
donnecommeparametrda liste deséquationset celle desinconnueqles inconnuesdoivent donc
étreécritessousla forme[x, y] ). Pouravoir unesolutionexacte,il sufit d’ajouterle paramétre
Symbolic

On s’intéressamaintenantaux systémesnatriciels, c'est-a-direles systéemegouvant s'écrire
souslaforme AX = B, X et B étantdeuxvecteurdetaille n et A unematricen x n. Nousallons
considéreun exemplepourn = 4, ou A et B valentrespectrement

10 7 8 7 32
7 5 6 5 23
A= 8 6 10 9 |’ B= 33
7 5 9 10 31

La commandeamatlinsolve dela bibliothequelinalg , avec pour paramétresa matrice A du
systemeetle vecteurésultatB, permeta résolutionde cessystemesnatricielslinéaires Onrappelle
gu’unematricesedéfinitgraceauconstructeumatrix ,aveccommeparameétréda liste desedignes,
ceslignesétantelle-mémedeslistes.

Résolezle systemeléfini plushaut,puisessayedemodifierlégéremente vecteurésultat(pre-
nezparexemplele vecteur(32.1,22.9,33.1,30.9)) etcomparezessolutions Pourmieuxcomprendre
ce phénomeénegléfinissede vecteurB sousla forme (32 + ¢,23 — ¢,33 + ¢,31 — t), etchercheda
solutiondu systémeassocié.

Résolezle systemeorrespondaritlamatriceA etauvecteurésulta30+15/7,20+exp(1),30+
7,30++/2). Utilisezla commanddloat(%); pourobtenirlaformedécimaledesvecteurgésultat
et solution. Quelleestla solutionlorsquele vecteurrésultatvaut (32.143,22.718,33.142,31.414) ?
Qu’enpensez-gus?

Secondepartie : équationsdiffer entielles

Exercice2-1: miseen évidenced’'une équationraide

Danscetexercice,on seproposede résoudrd’équationdifférentielley’ (t) = 5y(t) — 7/3e~%,
aveccommeconditioninitiale y(0) = 1/3.



Commencongar retrouver la solution exactede cetteéquation,a I'aide descommandesui-
vantes

EgDiff = y'(t) =5* yt) - 7/13 * exp(-2 * t)
Clinit = y0) = 1/3:

PbDiff := ode({EqDiff, Cinit}, y(t)):

sol := solve(PbDiff);

On peut aussirécupérercette mémesolution sousforme d’une fonction, en tapantla commande
fsol = fp::unapply(op( sol)) ;.

La résolutionde cetteéquationavec desméthodesiumériquesnénea dessolutionsapprochées,
dontonvamontrerdansnotrecasda dégradatiomprogressie, mémelorsqu’onutilise detrésbonnes
méthodesiumériquesPourcela,commencepardéfinirl’équationdifférentiellesousla formed’une
procédure egDiff := proc(t, Y) begin [5 * Y[1] - 7/ 3 * exp(-2 * 1)]
end_proc .

Pourrésoudreau mieux notre probléme,nousallons utiliser de quatremaniéresdifférentesla
fonctionodesolve dumodulenumeric , qui permetde résoudredeséquationgifférentiellesor-
dinaires,et définir de cettefaconquatrefonctions. Tout d’abord, utilisez la & I'ordre 4 et avec un
pasfixe de 0.01(sol4 := t ->numeric::odeso v e(0..t, eqDiff, [1/3], RK4,
Stepsize = 0.01) ). Ensuite ajustezautomatiquemerie pasavecla commandesoldb := t
->numeric::odes olv e( 0. .t , eqDiff, [1/3], RK4). On peutaussiutiliser I'ordre 8
(ordrepardéfautavecle pasfixe) etunpasde0.01(sol8 := t ->numeric::odeso v e(O. .
t, eqDiff, [1/3], Stepsize = 0.01) ). Enfin, utilisez cettecommandea I'ordre 8 et
avecunpasajustéautomatiquemer{sol8b := t ->numeric::odes olv ¢(0..t , eqDiff,
[1/3])

Onvamaintenantalculerlesvaleursde cesdifférentedonctionspourt valantl, 2, 3,4 et5. On
calculeraensuitel’erreur pourchacunele cesvaleurs.Siontapev := 1: , la solutionexacteence

point estobtenueparla commandes :=  fsol(v); , lesvaleursdesquatresolutionsapprochées
sontdonnéegparsol4(v); sol4b(v); sol8(v); sol8b(v); ,etl'erreurpourcesvaleurs
sont:

er4d = 100 * (1 - sol4(Vv)[1] / s):

erdb = 100 * (1 - soldb(v)[1] [ s):

er8 = 100 * (1 - sol8(V)[1] / s):

er8b = 100 * (1 - sol8b(V)[1] [ s):
Pour afficher proprementces résultats,utilisez la commandeprint(Unquoted, "Erreurs
relatives en %", float(erd), float(er4b), float(er8), float(er8b));

Refaire cemémetravail pourt valant2, 3, 4 et5 (vouspouwez utiliser unebouclefor ).

Pourcomprendrecettedégradatiorde la qualité dessolutions,recherchea solutionexactede
notre mémeéquationdifférentielle,maisavec la conditioninitiale Clnitap = y(0)= 1/3 +
eps. Onobtient1/3 e~ + eps e, letermeeps e’ s'ajoutantd chaquefois ala solution
approchéeRegarderson éwilution pour eps valant10~'9, en tapantfloat(eps * exp(d *
k) $ k = 1.5;

Exercice2-2: étuded’un accéléometre

Soit I'accélérométreprésentéoar la figure 1, ou f estle frottementvisqueuxde I'amortisseuyr
r estla raideurdu ressort(r = 1 kg/s’), m estla massede I'objet centrésur O (m = 1 kg), z est



la positionde cet objet. Cet objet subit une accélératiorhorizontaley (y = 1 m/s?). On notek la
constantef /(2m).

W
s O

FiG. 1 —Sdhémad’'un accéleomeéte.

L'équationdu mouvementmz” (t) = ym — rz(t) — fz'(t) s’écritdoncsousla formesimplifiée
z"(t) = 1 — z(t) — 2k’ (t). Donnerla solutionexactede cetteéquationpourlesconditionsinitiales
z(0) = 0,z'(0) = 0. Cettesolutionestelle définiepourk = 1?

On va résoudrecette équationpour trois valeursde k, valantrespectiementl, 0.15 et 0.05.

Calculezla solutiondel'’équationpourchacunede cesvaleurs etrangeza dansunvecteursol a3
élémentsenutilisantunebouclefor .

Affichezensuitdescourbedlestrois solutionssurunmémegraphiguePourcela,définisserois
variablescorrespondand I'appel de la commandeplot::Function 2d pour cesfonctions,sur
I'intervalle [0,40], ettapeda commandelot(Title = "Accéléromeétre", Courbes[k]
$ k = 1..3); .ChangeZescouleursdescourbesobtenues.

Pourobteniraussie diagrammele phasede cesfonctions,ondoit définirla dérivéedesfonctions
(gli] := diff(sol[i]) ,pouri = 1..3 ) etla courbedontles coordonnéesontdonnées
parla valeurde la solutionet la valeurde sadérvée (G[i] := plot::Curve2d([ sol[ 1] ,
alill. t = 0.40, Grid = [200]) ).Lavisualisationdescourbesstenfinobtenuepar:

plot(Title ="Accélérométre - Diagramme de Phase",
Scaling = Constrained, Glk] \$ k = 1.3);



