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e probleme
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Probleme

U, est une suite récurrente linéaire d’ordre k si

Unh = zkaiun—i
1<

=+ Est-ce qu'il existe ntel que up, =07
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Proprietés algebriques

Dans l'algebre des suites a valeurs dans K :

(Un)nen €St une suite récurrente < I'espace vectoriel
engendre par les suites (Un.k)nen €St de dimension finie

¥+ S| U et v sont des suites linéaires récurrentes et A € K
®» U+Vv,—V,Auestune SLR
®» U-vestune SLR

L'ensemble des SLR est donc une sous-algebre de

'ensemble des suites, et les diviseurs de zéro sont les

|
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suites u tel qu’il existe n avec u, = 0.



Contenu

Dans C, les suites linéaires récurrentes sont engendrées
(en tant gu’algebre) par

Un — )\n Un:)\Un_l,uozl
Up = 2Upn—1 —Un—2,Uup=0,u1 =1

c

>
I
>

un = Xp(Nn)

Dans R, il faut ajouter u, = cos(nf) (uy = 2cos(0)up—_1 — Up—2)

et up, =sin(no).

|
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Forme matricielle

Un = ¥ p_; OkUn_k S'écrit aussi

/alaz ap_lap\ n / Up \

10 .- 0 O
Un:(OO---l) o1. 0 O

\oo--- 1 o) \Uo)
Le probléme est donc équivalent au probléme u' M"v =0
C’est le probleme d’atteignabilité point-hyperplan qu’on
peut aussi écrire

u'xXv=0Xx e {M}*

|
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Geénéralisations indécidables

#® Equations diophantiennes exponentielles
an_|_[3m_|_yp... —0
¥ indécidable (Davis-Putnam-Robinson 1961)
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Geénéralisations indécidables

#® Equations diophantiennes exponentielles
an_|_'[3m_|_yp... —0
¥ indécidable (Davis-Putnam-Robinson 1961)

# Equations diophantiennes n® + mfpY... =0
=+ indécidable (Matiyasevich 1970)
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Geénéralisations indécidables

#® Equations diophantiennes exponentielles
an_|_'[3m_|_yp... —0
¥ indécidable (Davis-Putnam-Robinson 1961)

# Equations diophantiennes n® + mfpY... =0
=+ indécidable (Matiyasevich 1970)

® Onchange u’ Xv=0avec X € {M}* en
u'Xv=0,X c {A B}*
Egalement indécidable
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Reformulation

Dans la formule
u' M =0
on peut supposer
® Les coefficients de M sont 0 ou 1.

® U contient au maximum deux coefficients non nuls, —1
et 1.

#» V ne contient au maximum qu’un coefficient non nul,
gui vaut 1.

M peut alors étre vu comme la matrice d’adjacence d’un

graphe I
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Reformulation

Est-ce gu’ll existe | tel qu’ll y ait autant de chemins de

longueur | entre le point rouge et chacun des deux points

|
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bleus ?



_angages rationnels

# Etant donnés deux automates, est-ce qu’il existe un
entier n tels que ces automates reconnaissent autant
de mots de longueur n ?

|
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_angages rationnels

# Etant donnés deux automates, est-ce qu’il existe un
entier n tels que ces automates reconnaissent autant
de mots de longueur n ?

# Etant donnés deux automates non déterministes sur
un lettre, est-ce gu’il existe un mot w qu’ils
reconnaissent par le méme nombre de chemins ?
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_angages rationnels

# Etant donnés deux automates, est-ce qu’il existe un
entier n tels que ces automates reconnaissent autant
de mots de longueur n ?

# Etant donnés deux automates non déterministes sur
un lettre, est-ce gu’il existe un mot w qu’ils
reconnaissent par le méme nombre de chemins ?

# Etant donnés un automate sur une lettre non
déterministe, est-ce gu’il existe un mot w non reconnu

®+ Probleme N P-dur (Blondel-Portier, 99)

|
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Résultats
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Valeurs absolues dans Q

Dans Q, les seules valeurs absolues possibles sont

# Lavaleur absolue usuelle : ||3/4|| =0.75, || — 12|| = 12

# Les valeurs absolues p-adiques ||al| =1/p", ou p" est
la plus grande puissance de p présente dans a

(|Of] = +o0)

13/4]]2=14,113/4]]3=1/3,][3/4|s = 1

1=20][; = 1/4,{|=20]|3 = 1, ]| -20]|5 = 1/5

Ces valeurs absolues vérifient ||a-+b|| < max(||al,||b]|)

® Remarquons que ||x||[7|X||lp=1 I

Made with LATEX Suites récurrentes linéaires — p.12/18



Valeurs absolues

Dans une extension finie de Q, il y a plus de valeurs
absolues, chacune extraite des valeurs absolues dans Q.
Prenons comme exemple I'extension générée par

p = —25+ /665 vérifiant p>+50p — 40 = 0 On a alors

® Deux valeurs absolues “normales” :
la+bpl| = |a+bp| et [a+bp| = [a+bp|

# Les deux valeurs absolues 2-adiques : ||p|la=1/2,
lpllo=1/4

# Lavaleur absolue 5-adique : ||p|lc =1/v/5

# Lavaleur absolue 7-adique : ||p|lg =1 et

lp—3lla=1/V7 I
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Réductions

Un = S OjUn—ij peut s’écrire up = S p'fij(n), ou les p; sont les
racines du polynémes X" — 5 a; X'

#» On peut supposer que 0 n’est pas racine (il suffit de
s’interesser a la suite u,k pour un k bien choisi)

#» On peut supposer qu’il N’y a pas deux racines a et 3
tels que a /B soit une racine de l'unité difféerente de 1.
(Il suffit de s’intéresser aux suites Upny| pour p bien

choisiet 0 <| < p—1) On évite ainsi le cas :

Up=0a"+ (ia)"

On dit alors que u, est non dégéneérée I
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| e théoreme fondamental

(Skolem-Mahler-Lech)

'ensemble des n tels que u, = 0 est I'union de
composantes périodiques et d’'une partie finie.

De plus, si u, est non dégénérée, 'ensemble des n tels
gue up = 0 est finl.

Plus précisement, si u, et v, sont non dégénérées, et que

B
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Un = Vp INfiIniment souvent, alors up = vp.



Multiplicité

On peut définir m(n) le plus petit entier mtel qu’une suite
recurrente non degenerée d’ordre n ait au plus m zeros.
(Schmidt 1999)

m(n) < expexpexp(3nlogn)

|

Made with LATEX Suites récurrentes linéaires — p.16/18



Cas particuliers

(Vereschagin 1984)
Le probleme est décidable pour les suites recurrentes a co-

efficients dans R d’ordre n, n < 4.

B

Made with LATEX Suites récurrentes linéaires — p.17/18



Atteignabilite point-espace

Le probleme d’atteignabilité point-espace de dimension k
est le probleme

RM'V =s

avec R de rang n— k. Les suites récurrentes
correspondent au probleme point-hyperplan
(Kannan-Lipton) Le probleme point-point est décidable et
méme polynomial.

Le probleme point-espace k en toute dimension est décid-

able si et seulement si le probleme point-hyperplan est de-

|
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cidable en dimension k+ 1
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